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Podstawy statystyki
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Zmienna losowa

Definicja (Zdarzenie elementarne)

Zbiorem zdarzen elementarnych (ozn. Q) jest zbi6ér wszystkich
mozliwych wynikow eksperymentu losowego.

Definicja (Zmienna losowa)

Zmienna losowa to funkcja przypisujgca kazdemu zdarzeniu
losowemu w € Q wartos¢ liczbowa.
Moze mie¢ rozktad dyskretny lub ciagty.

Przyktad. Eksperyment losowy — rzut moneta.
Zbior zdarzen elementarnych: Q = {orzet, reszka}
Zmienna losowa X:

X(w) = 1 jesli w = “wyrzucono reszke”
“IT1 0 jesliw = “wyrzucono orta’
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Podstawy statystyki
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Warto$¢ oczekiwana (rozktad dyskretny)

Intuicja: Wartos¢ oczekiwana to spodziewany wynik do$wiadczenia
losowego.

Definicja (Warto$¢ oczekiwana (rozktad dyskretny))

Jezeli dyskretna zmienna losowa X przyjmuje wartosci x1,...,Xp Z
prawdopodobienstwami odpowiednio py, .. ., p, to warto$é
oczekiwana zmiennej losowej X (ozn. EX) wynosi:

n
EX = x1p4 +...+ann:ZX,‘p;

i=1

Przyktad. Eksperyment losowy — rzut moneta.
EX = X(reszka) - § + X(orzet) - 1 =1-14+0-1=1+0=1
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Podstawy statystyki
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Catka oznaczona — intuicja

@ Pole powierzchni miedzy
AY wykresem funkcji f(x) w pewnym
przedziale [a, b] a osig odcietych
(OX), wziete ze znakiem dodatnim
dla dodatnich wartosci funkcji, a
ujemnym dla ujemnych.

@ Oznaczenie:

b

a b x
Catka oznaczona / f(x) dx

a
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Podstawy statystyki
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

Definicja (Funkcja gestosci prawdopodobienstwa)

Jednowymiarowg funkcja gestosci prawdopodobienstwa jest
funkcja borelowska (ciggta) f: R — R taka, ze:

/Oof(x) dx =1

Intuicja: Dla funkcji gestosci prawdopodobienstwa f(x) liczba

b
| f(x) dx oznacza prawdopodobieristwo wylosowania warto$ci
a

nalezacej przedziatu [a; b].
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Podstawy statystyki
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Zmienne losowe o rozktadzie ciggtym

Przyktad. Losuje liczby rzeczywiste z
przedziatu [0; 1]. Prawdopodobienstwo
y wylosowania kazdej liczby jest identyczne.
1 (Rozktad prawdopodobienstwa jest
flx) jednostajny). Jakie jest
prawdopodobienstwo:
@ wylosowania liczby }?

—_

X
0,5 1
wylosowania liczby z przedziatu [0; 11?
Zmienna losowa o rozkladzie Q@ wy | yzp [ 2]
ciagtym o [f(x) dx=1-1=1
0
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Podstawy statystyki
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Wartos¢ oczekiwana (rozktad ciggty)

Definicja (Warto$¢ oczekiwana (rozktad ciggty))

Jezeli X jest jednowymiarowg zmienng losowg o rozktadzie ciggtym z
gestoscia f(x), to jej wartos¢ oczekiwana wynosi:

EX = /xf(x)dx

y Przyktad. (Losowanie liczby z przedziatu [0; 1],
jednostajny rozktad prawdopodobienstwa)

f(x) =1dla x € [0;1]. Zatem x - f(x) = x.
EX= [ xf(x)dx=1% =1

T
0,5 1
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Podstawy statystyki
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Odchylenie standardowe

y E Intuicja: Jak szeroko wokot wartosci
oczekiwanej rozrzucone sg wartosci
przyjmowane przez zmienng losowg?

@ Mate odchylenie standardowe
@ Duze odchylenie standardowe
1 T
0.5 1 X

Definicja (Odchylenie standardowe)

Odchylenie standardowe (ozn. o) jest pierwiastkiem kwadratowym z
wariancji i wynosi:

o = JE(X — (X)) = /E(X2) - (E(X))?

Pawet Borycki Datowanie radioweglowe — wstep teoretyczny



Podstawy statystyki
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Rozktad normalny

Definicja (Rozktad normalny)

Rozktad normalny (Rozktad Gaussa) z wartoscig oczekiwang . i
odchyleniem standardowym o (ozn. N'(u, o) ) to ciagty rozkiad
zmiennej losowej, ktérego funkcja gestosci wyraza sie wzorem:

Ay — ;)2
bual0) = = o (50

@ Statystyczny opis zagadnien
przyrodniczych, spotecznych

@ Witasciwosci matematyczne
@ Notacja

o X ~N(u,0)
5 — -3 -2 -1 ;{ 1 2 3 4 5 OX:M:tO_
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Podstawy statystyki
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Rozktad normalny — przedziaty ufnosci

0.4

0.2 0.3

34.1%) 34.1%|

0.0 01

@ Rozktad symetryczny wzgledem warto$ci oczekiwane;j
° P(x>pu)=P(x<pu)=}

@ Odlegtos¢ od wartosci oczekiwanej — przedziaty ufnosci
@ 68,3% wartosci lezy w odlegtosci < o od wartosci oczekiwane;j
@ 95,5% warto$ci lezy w odlegtosci < 20 od wartosci oczekiwanej
@ 99,7% wartosci lezy w odlegtosci < 30 od wartosci oczekiwanej
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Fizyka jadra atomowego
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Budowa atomu

@ Jadro (nukleony)
e protony (Q = +1e¢)
e neutrony (Q = 0)

@ Powtoki elektronowe
o elektrony (Q = —1¢)

@ Notacja

ZE

°
@ Z —liczba atomowa (liczba protonéw w jgdrze)

@ E — symbol pierwiastka,
jednoznacznie okreslony przez liczbe atomowa (Z)
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Fizyka jadra atomowego
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|zotopy pierwiasta chemicznego

°
@ Z —liczba atomowa (liczba protonéw w jgdrze)

Definicja (Izotopy)

Izotopami pierwiastka chemicznego nazywamy jego odmiany
réznigce sie liczbg neutronéw w jadrze atomu.
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Fizyka jadra atomowego
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Oddziatywania wewnatrz jgdra atomowego
Sity jadrowe

@ Sity jadrowe ) »
o Oddziatywania migdzy nukleonami T

@ Efekt rezydualny silnych oddziatywan v

miedzy kwarkami — T,

]

e Charakter odpychajacy
@ r<0,7-10"""m
Maleja wyktadniczo wraz z odlegtoscig e mr
Niezalezne od rodzaju nukleonéw Vy(r) = ky -

Energia wigzan a defekt masy
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Fizyka jadra atomowego
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Oddziatywania wewnatrz jgdra atomowego

Sita Coulomba

y
n

@ Sita Coulomba miedzy protonami e—mr
e Charakter odpychajacy Vy(r) = Ky -
o Maleje kwadratowo wraz z odlegtoscig
@ Zaczyna dominowac przy odlegtosci °
1,7-10"5m

192
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Fizyka jadra atomowego
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Stabilnos¢ jadra atomowego

@ #n > #p

#n =#p o Wyjatki — 1H, 3He

@ Liczba neutronéw nie moze
by¢ zbyt duza

e Wysycenie sit jadrowych

@ Wozrost udziatu neutronéw
wraz ze wzrostem liczby
atomowej

2” o Oddziatywania

] elektrostatyczne

0 20 40 60 80 LEERE I L ) Najcieisze trwate jadro
o 22%Pp

40

Stabilne izotopy pierwiastkow
chemicznych
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Fizyka jadra atomowego
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@ Nadmiar neutronéw w jadrze
@ Mechanizm rozpadu 8~

1 1 0 — -
0n—> 0p+_1e +Ve

u
AR
e Kwark gérny (u) d )i
e Q= +§e
o
o
o Antyneutrino (7,)
e Bozon (W)

@ Przyktad rozpadu 5~

W“C— BN+ e + 7
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Fizyka jadra atomowego
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Prawo rozpadu promieniotwdérczego

Twierdzenie (Prawo rozpadu promieniotwérczego)
Prawdopodobienstwo rozpadu atoméw danego izotopu jest:
@ jednakowe dla kazdego z nich,
@ niezalezne od rozpadu innych atoméw tego izotopu,
© niezmienne w czasie trwania procesu rozpadu,

zas$ zaleznos¢ wartosci oczekiwanej liczby atomoéw ulegajacych
rozpadowi od czasu trwania rozpadu wyraza sie wzorem

N(t) = Np - e M
Np — poczatkowa liczba atoméw izotopu w czasie t = 0,
A\ — stata rozpadu charakterystyczna dla danego izotopu.

1
e= lim(1+=)"

n—o0 n
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Fizyka jadra atomowego
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Prawo rozpadu promieniotwdérczego

N(t) = No - e M
N Sredni czas zycia 7
N; 1 B 1
TTX
Czas potowicznego rozpadu T%
0.5 No 1 e M= 2=gM
2
In2 =\t
In2 0,693
¥ T = = — = )
0 —— s == )

e T t

A — stata rozpadu
charakterystyczna dla danego
izotopu.
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Fizyka jadra atomowego
00000

Czas potowicznego rozpadu

Definicja (Czas potowicznego rozpadu)
Czas potowicznego rozpadu (ozn. T%) to czas, po uptywie ktdrego

wartosc¢ oczekiwana liczby atomow izotopu ulegajgcego rozpadowi
wynosi potowe poczatkowej liczby atoméw tego izotopu.

No
Whiosek. Prawdopodobienstwo
\ zdarzenia polegajacego na
05N rozpadnieciu sie dowolnego

; atomu promieniotwérczego
izotopu w czasie T; wynosi 5.

T
T T t

Rozpad wyktadniczy
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Fizyka jadra atomowego
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Czas potowicznego rozpadu jako zmienna losowa

Czas potowicznego rozpadu to zmienna losowa opisujgca czas, po
uptywie ktorego wartosc-oczekiwana liczba atomow izotopu
ulegajacego rozpadowi wynosi potowe poczatkowej liczby atomow
tego izotopu.

Czas potowicznego rozpadu
zdefiniowany jako zmienna
losowa ma rozktad normainy.

00 01 02 03 04

341% 34.1% Przyktad. Izotop '“C.
° T% = 5730 + 40 lat
-3 -20 -lo u lo 20 30 @ 1, =5730 lat
Rozktad normalny @ 0 =40 lat
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Fizyka jadra atomowego
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Wegiel i jego izotopy

SC QC 1OC 11C 120 13c 14C 150 1GC 17C 180 190 ZOC 21C 220 23C
@ 16 izotopow

e 3 wystepujgce naturalnie na Ziemi [ '2C 3C '*C ]
e 2 stabilne [ 2C 13C ]

@ Rownowaga dynamiczna w przyrodzie

Izotop | Czas potowicznego rozpadu
. 8C 2,04-102Ts
Izotop | Udziat molowy 106 19290 5
C 0.9893(8) "c 20,3342 min
-G | 00107(8) 1ac 5730 lat
“C | ok 107 150 2,4495 s
Udziat molowy izotopéw %G 6.213-10°s

trwatych Czas potowicznego rozpadu izotopow

nietrwatych
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Fizyka jadra atomowego
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|zotop 4C

@ Powstawanie
N+ In— “C+ Ipt

e Pogranicze troposfery i stratosfery

o Wysoka szerokosé . o oy PR
geomagnetyczna o | |1 ]
o Elektrony termiczne L i _
o ROZpad 57 ;‘1 160 - I_||Lkl"5v£n\ i
— — T r', 4
W“C— BN+ e + 7 TN
120 | .‘,'.!_n 9‘*«._‘ o 4
@ Zaktécenia antropogeniczne — 11—
1945 1960 1965 1960 1965 1970 1975 1960 1965 1990 1996 2000
4 “Year (AD)

o Reakcje jadrowe inicjowane przez
cztowieka (wzrost udziatu '4C)
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Czas radioweglowy
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Czas radioweglowy — intuicja

Podstawowa idea

@ Wyrazenie czasu w terminach
T T T e — radioaktywnosci w ujeciu
Si— statystycznym
Potencjalne trudnosci
1 @ Zmienno$¢ aktywnosci izotopu
14C w czasie i przestrzeni
o Aktywnos¢ stoneczna
e Pole geomagnetyczne
o Skiad atmosfery
o Wysokos¢ bezwzgledna
. o o @ Niedeterminizm rozpadu
5000 BC  4000BC  3000BC  2000BC 1000 BC 1AD 1000 AD 2000 AD prOmIemOtWérCZGQO

Aktywno$¢ “C generalnie maleje w czasie.

7000

6000 P~

5000 |-

4000 -

3000 |-

radiocarbon age BP

2000 -

1000 |-

0|
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Czas radioweglowy
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Czas radioweglowy

Definicja (Uncalibrated (Libby) annum)

Uncalibrated (Libby) annum (ozn. uncal, conv) — jednostka czasu
zdefiniowana jako czas potrzebny na taki spadek aktywnos$ci atomoéw
izotopu #C jaki nastgpitby w ciggu 1 roku kalendarzowego

dla poczatkowego udziatu izotopu odpowiadajgcego jego udziatowi we
wzorcu kwasu szczawiowego znakowanego izotopowo (NBS-OxII) i
czasu potowicznego rozpadu wynoszacego 5568 lat.

Definicja (Calibrated (Libby) annum)

Calibrated (Libby) annum (ozn. cal) — jednostka czasu zdefiniowana
jako 1 rok kalendarzowy.
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Czas radioweglowy
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Czas radioweglowy

7000

Prezentacja dat [Before Present]

T
calibrated

o T4 e np. 3459 uncal. BP
sooo |- 4 @ np. 3459 cal. BP
. oo f 4 Jednostka
g 4 @ 1alannum]
L. Interpretacja
o0 |- @ Ouncal. BP =0cal. BP =
o =1950r. n.e. (AD)
Kazdej dacie kalendarzowej daty w

systemach uncal. BP oraz cal. BP.
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Czas radioweglowy
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Czas radioweglowy

Prawo rozpadu promieniotwérczego
@ N(t)=Ny-e M
N, | @ )\ — stata rozpadu
Sredni czas zycia 7
@ 7= %
0.5-No Czas potowicznego rozpadu T

_ In2
OT%—A

0 : Wiek radioweglowy [uncal. BP]
Tw-‘z T t

Rozpad wyktadniczy

—_ 1N _ __n /N
@ At = AInNO_ 7-InN0

N
o At:—T% -log, #
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Czas radioweglowy
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Krzywe kalibracyjne

Cel:
Przeliczy¢ (uncal. BP — cal. BP — lata kalendarzowe).

@ Inne metody datowania bezwzglednego

e Dendrochronologia
o Nacieki jaskiniowe
e Warwochronologia

@ Zasieg krzywych kalibracyjnych
e IntCal09 (50 000 BP)
@ (0-11200) + 5 cal. BP
@ (11200 - 15 000) + 10 cal. BP
@ (15000 — 25 000) + 20 cal. BP
@ (25 000 — 40 000) + 50 cal. BP
@ (40 000 - 50 000) + 100 cal. BP
o Odchylenie standardowe rosnie wraz z wiekiem radioweglowym
e Inne standardy do 60 000 BP
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Czas radioweglowy
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Krzywe kalibracyjne

Cel:
Przeliczy¢ (uncal. BP — cal. BP — lata kalendarzowe).

@ Obliczenie roku kalendarzowego na podstawie cal. BP

(1950 — x) n.e. (AD) jesli x < 1950

rok(x [cal. BP]) = { (x —1949) p.n.e. (BC)  jesli x > 1950
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Czas radioweglowy
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Krzywe kalibracyjne — niejednoznacznos¢

Niejednoznacznos¢ krzywych
uncal B . ; kalibracyjnych:

@ Kazdej dacie cal. BP
NN AN przypisaé date
N
N\ /\ kalendarzowa i date
4325 uncal. BP.

\ / k © Istniejg daty uncal. BP,
1% \ ktorym nie mozna
4200 \ jednoznacznie przypisaé daty
kalendarzowej ani daty
1 L cal. BP.

I
5000 4968 49086 4854 cal. BP

Istnieje funkcja , ale nie ona jest
roznowartosciowa.
Zatem petna funkcja (uncal. BP — cal. BP) nie istnieje.
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Czas radioweglowy

@00

Kalibracja

Rzutowanie na os$ O(cal. BP)

Odchylenia

3200 @ Doktadnos$é¢ datowania

3100

@ Doktadnosc¢ krzywej

3000

uncal. BP kalibracyjnej
2900
2800 Wynik
2700 _ @ Ztozony rozkfad
ssool. — prawdopodobienstwa
2900 2800 CZET‘OSP 2600 2500 ° OpIS jakO para:
o Rozktad uncal. BP
Kalibracja daty o Krzywa kalibracyjna

3000 - 30 uncal. BP @ Przedziaty ufnosci
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Czas radioweglowy
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Kalibracja

1150 +/- 50 BP GrA-15579 C. 1. 0. Groningen
T T T T T

1 Rozktad uncal. BP

1150 £ 50 uncal. BP
1200 -

uncal BP

1100 - ]l Rozktad cal. BP

1000

I. T T T T T L)
800 700 upp 600 500 400
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Czas radioweglowy
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Kalibracja

1150 +/- 50 BP GrA-15579 C.1.0. Groningen
T T T T

1 Rozktad uncal. BP
1150 + 50 uncal. BP

1 Rozktad cal. BP

T — T T —
800 700 _,gp 600 500 400
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Datowanie radioweglowe — wstep teoretyczny

Dziekuje.
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